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Le hull et son périmeétre: présentation heuristique

Soit M une carte planaire
bi-pointée dont les sommets
marqués vy et v1 sont a
distance

d(’l)(), '1)1) =k

Pour d < k:

Cq = composante connexe a
distance > d de vy contenant
V1

Hull Hy = M\ C4

frontiere du hull

de longueur £(d)

Vo

Périmetre du hull £(d) = longueur de la frontiere de H
= longueur de la frontiere de Cy4
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e Quelle est la loi de probabilité de £(d) en fonction de d et k ?

e Quelles lois universelles en découlent quand k et d deviennent grands ?

OO¢

Ici on va considérer uniquement le cas de triangulations et de
quadrangulations et s'appuyer sur de nouveaux résultats concernant la

génération récursive de slices

(= tranches de cartes) intimement liée au concept de hull

Exposé en deux parties:

1. Une nouvelle récurrence pour les slices

2. Application a la statistique du périmeétre du hull
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1. Une nouvelle récurrence pour les slices: I'exemple des

triangulations

On part d'une triangulation pointée-enracinée (plutdt que bipointée)

- sommet marqué vy

- sommet marqué vy a distance k de vg avec une aréte marquée e
d'origine v1 pointant vers un voisin de v; a distance k£ — 1 de vy

Une telle carte peut étre représentée sous forme de R-slice:

R-slice
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apex apex

bord
droit
{>1 (>0
bord =1 4
gauche
R-slice S-slice

- bord gauche = plus court chemin vers 'apex (de longueur notée ¢)
- bord droit = unique plus court chemin vers |'apex (de longueur ¢ — 1)

On introduit aussi les S-slices dont les deux bords ont la méme longueur
— ne sont pas la représentation de cartes pointées-enracinées

Emmanuel Guitter (IPhT, CEA Saclay) Propriétés statistiques du périmétre du hull (JC 14-04-2016)



Fonctions génératrices (poids G par triangle)

Ry, = Ri(G): R-slices dont le bord gauche a une longueur ¢ entre 1 et k
Sk = Sk(G): S-slices dont le bord gauche a une longueur ¢ entre 0 et k

— en particulier Ry =0

cas particuliers:

e

Ty, = Ti.(G): S-slices dont le bord gauche a une longueur ¢ entre 1 et k
Ty = Sk — So

— en particulier T =0
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Construction de la frontiere du hull H, sur la R-slice

Vo

a distance d de vy
et nécessairement

distinct de véo)
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(0)

Emmanuel Guitter (IPhT, CEA Saclay) Propriétés statistiques du périmétre du hull (JC 14-04-2016)



Emmanuel Guitter (IPhT, CEA Saclay) s statistiques du périmétre du hull (JC 14-04-2016)



Récurrence sur les slices

On applique la méme construction
danslecask=Fletd=/¢—-1
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Récurrence sur les slices

Une R-slice énumérée par R; est
divisée en:

- une partie supérieure elle-méme
découpée en S-slices énumérées
par Tj—1

- aprés marquage des arétes reliant
I'origine de la R-slice a la frontiere,
une partie inférieure formée d'une
alternance de faisceaux énumérés par
R et de cartes a bord simple de
longueur arbitraire i > 3 énumérées
par H; = H;(Q)

NB: chaque H; a i — 2 c6tés le long de la frontiere — (T}_1)" "2
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En définissant

oT)=> H T
>3

séquence de blocs énumérés
par Ry Ty ‘I)(Tk—l) et

on a la relation

1— Ry Ty ®(Th—1)

Ry,
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En définissant

oT)=> H T
>3

séquence de blocs énumérés
par Ry Ty q)(Tk_l) et

on a la relation

1— Ry Ty ®(Th—1)

Ry,

Par un raisonnement analogue

on a la récurrence

R2®(Ty_1)

T, =
FTI-R T O(T)—1)
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Que compte H; ?

Par construction, cartes bord simple

1—2

Pas d'arétes internes bord-bord

Déja considéré par Tutte dans " A census of planar triangulations”
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T30(T) = Z
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TO(T)
T h
S O T
T T T

T3(T) = GT? + G T (% - R%TH3>
G R?(T)
O(T)=G+ T <#T<D(T) - R%H?,) J
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On peut simplifier I'équation et se débarrasser de Ry en posant

_ Ry _ Ty i/2 3/2 1/2 _ 3/2
=g = R hi = R?H; | ¢(t) = RY?0(tRY?) , g= G R
de sorte que

1 —tp—1 P(tg—1) ’ 1 —tp—1P(tr—1)
avec '
= Z hitl_?)
>3
solution de 80
g
o) = g+ (1_t¢() hg)

— revient a considérer des slices sans arétes multiples avec poids g par
triangle
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Solution: détermination de h3(g) — on écrit $hs =0
— (—p(t)*t +20(t)t2 —t + g)
+¢' (1) (—176(1)° + (g% + 2t + g) 3(1)* — (29t + 1)o(t) + ) =0

On se place sur une ligne t = t(g) qui annule le deuxiéme coefficient —
doit aussi annuler le premier, d'ou on déduit:

_ U9 _
g = (t(g)2-|-1)2 ’ ¢(t(g)) - t(g)2+1

et en réinjectant dans I'équation pour ¢(t) a t = t(g):
hs = t(g) — t(9)°

Cela nous ameéne naturellement a utiliser la paramétrisation suivante de g

g= ﬁ qui permet d'écrire h3(g) comme hg =C — c3 J

et I'équation quadratique qui fixe ¢(t) comme:

C (CP—C +1) + (—2C* —tC2—2C+C—1)(t) + (C>+1)*¢ = oJ
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Le discriminant de I'équation étant
A= (C—1t)? ((Ct—1)*-4C%)

on est fortement incité (voir Tutte) a introduire la quantité Y (¢) solution
de

C3t— (Ct— 1Y () + Y ()2 =0 ]

¢(t) s'exprime alors en fonction de Y (t) comme

oy +1-c?) YO () +1)
T vme . M T ovm-o)

NB: on peut voir Y (¢) comme une paramétrisation de ¢
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En définissant
Yk = Y(tk>

la récurrence sur t; devient une récurrence sur Y}

2 i
Y, = C*Y, 1-C
Yi1+1

avec Yy = 0 (car tp = 0) et 13, on sait bien résoudre car il s'agit d'une
simple récurrence homographique !

- z? o 1—zF 9 T
l+z+x2 1—gkt2”’ 14+ a2

W =

d'ou I'on déduit tg, ¢(tx), rx puis finalement Ry, (le facteur de
proportionalité R; entre 1 et Ry s'obtient facilement en regardant par
exemple la limite & — o0)
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Formule finale

(1 — z*)(1 — z++3) (1 + 10z 4 22)/4

T, =T T =
k (1 — gk+1)(1 — £h+2) v (1+ )32
1—a")(1 — g +2 V1+1 g
Rk:R( )1 -z )7 R + 10z + =z
(1 — xh+1)2 1+z
avec (en passantde z a C a g a G)
(14 )

(1+ 10z + 22)3/4
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Le cas des quadrangulations
apex

1<i<k

R-slice

Fonctions génératrices (poids G par face)

Ry, = Ri(G): R-slices dont le bord gauche a une longueur ¢ entre 1 et k
T = T(G): R-slices dont le bord gauche a une longueur ¢ entre 2 et k
Ty = R — Ry
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En définissant

(T)=> HyuT'™?

i>2

ou Hy; énumere certaines
quadrangulations a bord de
longueur 24, alors

on a la récurrence

R%(Rl + Tk—l) (I)(Tk_l)

T —
"I Ri(Ri+ T 1) Th1 @(Tie_1)

NB: le nombre de Tj,_; est la moitié du périmetre du hull
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21

HQZ':

et on montre que ®(7") est solution de

_ G ([ R}R+T)®(T) R}H,
T =G+ (1 —11%1(}31 +T)®(T) 1 —1R§H4)
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on arrive par le méme cheminement a la formule finale

T — T(l — k1) (1 — £kt _z(l+4z +2?)
S S (I T (I+az+a2)2
R — R (1 — 2*)(1 — z¥+3) _1+4z+4?
k= (1 — 1) (1 — zF+2)’ T 1tz +22
avec
G (1 +x + 2°)
(14 4z + x2)2

Emmanuel Guitter (IPhT, CEA Saclay) Propriétés statistiques du périmétre du hull (JC 14-04-2016)



2. Application a la statistique du périmetre du hull

Revenons aux triangulations

Ry =N(Tj—1) , Ty = K(Tk-1)

_ (R)*e(D)
KT) = 1 —;21T<I>(T)
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2. Application a la statistique du périmetre du hull

Revenons aux triangulations

Re=N(Th1), Te=K(Tes)
_ R _ (R)*e(T)
NO = 1—mrem D= T mTe@

N (Ty_1) énumere les R-slices
avec £ entre 1 et k:
fait la somme sur toutes les

valeurs du périmetre L(¢ — 1) T
Z [Tﬁ(f—l)]N(T) % (Tk_l)ﬁ(f—l)
L(e-1) I (=1
contribution des slices de
de périmétre L(£ — 1) fixé — . o
<k -1

[TEC AT
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2. Application a la statistique du périmetre du hull

Revenons aux triangulations

Ry =N(Ty—1) , Ty = K(Tk-1)

Ry IC(T) . (RI)QQ(T)

N(T)zl—RlTCI)(T) ’ T 1-RTH(T)

N(aTy-1) =
> TEEDIN(T) x (0 Ty )5
L£(6-1)

énumere les R-slices avec /¢
entre 1 et k et avec un poids

0 £U1)

- (-1
E<E o)
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2. Application a la statistique du périmetre du hull

Revenons aux triangulations

Re=N(Th1), Te=K(Tes)
_ R _ (R)*e(T)
NO = 1—mrem D= T mTe@

en décomposant chacune des
L(¢ — 1) sous-slices (comptées
par Ti_1) en sous-sous slices
(comptées par Tj_o)

L(6—1)

L—-2)= > Li(t;—1)
=1

ou L; mesure le périmetre du

hull dans la sous-slice n® ¢
(de bord gauche de longueur ¢;)
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2. Application a la statistique du périmetre du hull

Revenons aux triangulations

Ry =N(Ty—1) , Ty = K(Tk-1)

Ry IC(T) . (RI)QQ(T)

N(T)zl—RlTCI)(T) ’ T 1-RTH(T)

N (a1 K(aoTy—2)) énumére les
R-slices avec £ entre 1 et k et
avec un poids

L(e-1),, £(¢~2)

a1 2
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Si on s'intéresse uniquement au périmétre du hull a distance ¢ — m, alors,
pour 1 <m<k-1

N(E(--- (K(aTi-n))))

m—1 fois
énumere les R-slices avec { entre 1 et k et avec un poids

aﬁ(f—m)
NB: Ll —m)=0si{<m

Si on veut compter les triangulations pointées-enracinées avec d(vg,v1) = k et un
poids af@D il faut fixer = ket m=k —d

La fonction génératrice recherchée est

Z(03d,K) = N (K(--- (K(aTs)))) - N(K(-- (K(aTyn))))

k—d—1 fois k—d—1 fois
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
~————
k—d—1 fois
soit

N(K(--.(K(T((l‘ff ) —2™) >) U [

1-—
:Ed""l)(l $d+2) (1 _ ij+1)2

k—d—1 fois
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
~————
k—d—1 fois
soit

N( ’C( . (K(T (1—xd)(1_$3$d) >))) :R(l _ l‘k_d.rd)(l _ l‘k_d+2:€d)
( )

1—1‘£Ed)(1—$2$d (1 — xk—d+1$d)2

—_——
k—d—1 fois
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
——
k—d—1 fois
et donc

1- D) (1—z3 Nz 1—zh=d)\pd) (1 —gh—d+2 )\ 4
N(’C(".(K(T(g_a:Axc)l)((l_I2Ax3)> )):R( (1_xk)—(d+1)\xd)2 )

—_——
k—d—1 fois
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
——
k—d—1 fois
et donc

1 — Az (1 — \gdt3 1 — AzF)(1 — \akt2
N(’C("'(K<T(1( _ A$d+)1()<1 _ A$d+)2)> )) - R( (1 _))(\Ik—i-l)Z )

k—d—1 fois
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
——
k—d—1 fois
et donc

1 — Az (1 — \gdt3 1 — AzF)(1 — \akt2
N(’C("'(K<T(1( _ )\$d+)1()(1 _ /\xd+)2)> )) - R( (1 _))(\Ik—i-l)Z )

k—d—1 fois
Il suffit de choisir \ tel que

(1— xd)(l — CL‘d+3) (1 )\xd)(l — )\l‘d+3)
(1 — 2+ (1 — 24+2) (1 — Azdt1)(1 — \pd+2)
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Comment calculer N'(K (- (K(aTy)))) ?

k—d—1 fois
On sait que
N(K(-(K(Ta)))) = R
——
k—d—1 fois
et donc

1 — k) (1 = \gkt2
ML (o) - R

Il suffit de choisir A tel que

(1 — ) (1 — 293) (1 — zd)(1 — \xd*3)

YA 2 (1 2972) T (1 At ) (1 Aadt?)
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La fonction génératrice recherchée est

Z(a;d k) = N(K(--- (K(aTa)))) =N (K(--- (K(aTs1))))
N— N—
k—d—1 fois k—d—1 fois
(1 —2)’V1+10z + a2
B (1 +:Jc) 8
"1 (A(o;d — 1) z) (1= Ma;d — DA(q; d) 22FF1)
(1— )\(a d - 1) xk‘)Q (1 — A d) zh+1)?
ou A(a; d) est défini par

X

(1= Xa;d) 2% (1 = Ma;d)z?t3) (1 —a9)(1 — 2913)
1 — Moy d) 27 (1 — Magd) 29+2) — @ (1 — 29+1)(1 — 22+2)

On a une formule analogue pour les quadrangulations
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Statistique du périmetre du hull pour les grandes cartes

On travaille dans I'ensemble des triangulations pointées enracinées a
N (= nombre de faces), k et d fixés

— on doit donc extraire le coefficient

[GN]Z (e d, k)

Ensemble 1: On s'intéresse a la limite N — oo
avec k et d finis (éventuellement grands) — limite locale des grandes
triangulations

On note Py({-}) la probabilité d'un événement {-}
et Fx({-}) la moyenne (espérance) d'une quantité {-}
dans cet ensemble
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Ensemble 2: On s'intéresse aussi a la limite N — oo puis k — oo (k ne
“scale” pas avec N) avec d fini (éventuellement grand)

— L(d) est le périmetre de la frontiere a distance d de vy séparant vy de
I'infini

On note P ({-}) et Ex({-})
les probabilités et moyennes d----
dans cet ensemble

frontiére du hull
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La limite N — oo s'obtient par analyse des singularités des fonctions
génératrices quand G — 233/4 (correspond a = — 1)

1
9.33/4 (1 B E4)

G —
Z(a;d, k) = Ag(s d, k) + Ag(a;d, k)et + Az(as d, k)eS + O()

Z(; d, k) |sing. = As(a; d, k) (1 —2-3%4G)3/?

3 (2. 33/4 N
[GN]Z(a; d, k) ~ 1 (NTQ x Az(a; d, k)
Aprés normalisation
As(a; d, k)
E L(d)y _ 3\&, &,
KO = L d )
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Résultats pour I'ensemble 2. (i.e. K — o)

E L@y _ 1 v/ (d—1)(d+2)((d—1)(d+2)(9—a)(1—a)—20a+36)+36
wo(@ V)= 5| - {@=1)(d+2)(1=a) 12

V/d(d+3)(d(d+3)(9—a)(1—a)—20a+36)+36
+ a3 (1-a)r2

et en particulier

_ 3d(d+1)*(d+2) 3
Ex(L(d)) = (2d+1)(2d + 3) dec 4 2

Variable rescalée

avec
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s 7 _ 2
Plus généralement (en posant o = e~ /%)

1
i —TL(d)y_ __ -
dh—fnoo Eoo(e ) (1+cT)3/2 J

i.e. (par simple transformée de Laplace inverse):

lim Pou(L < L(d) < L+ dL) = — VL ~Lar

= ===
d—o0 \/7_1'63/2

W=

— mémes formules pour les quadrangulations avec ¢ =

On retrouve ici un résultat connu Krikun (2005), Curien et Le Gall (2014)

(2 noter que la définition de la frontiére du hull dans ces références n’est pas tout
a fait la méme et la valeur de ¢ peut donc différer pour un méme ensemble de
cartes)
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Loi jointe pour les périmetres a distances d; =d et do = vd
Pour v > 1
lim Eoo(eleL(d)szL(vd))

3

(02(1%71)(1%72}21) CT2(1+CT1‘\/ 1+C7'1)+c7'2 (2+CT1*2\/ 1+C7'1))3/2

P(L1, Lojv)dLydLy = Jim Pu (L1<L(d)<Li+dL1 and Ly<L(vd)<La+dLs)

Par simple transformée de Laplace inverse (et pour v > 1)

_ Lpw? (-1 (o % 2Ly 2
N 2 VI - 342 c(0-1)2 & c(v— 1)2 c(v—1)2
P(Ly, Lysv)=mgme « X e (n+1)IT (=)

n=0

ou 7, (t) est le polynéme défini par

2 dn+1 _ﬁ
7Tn(t) = —€e2 W (t”e 2)
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=uvd

=d et dy

distances d;

tres a

\

7

érime

Loi jointe pour les p

Pour v > 1

'ud))

(

(e—TlL(d)—TQL

lim Fo

)—l—c T2 (2+c 12V 14ec 1 ))3/2

T1

He

(v2(1—|-c7'1)(1+c7'2)—2v c7'2(1+c7'1

(d)<Li+dLy snd Ly<L(vd)<La+dLs)

= lim Po(Li<L
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Jim Eeo(L(d) L(vd))
Jim Eoo(L(d)) x lim Eeo(L(vd))

2
~ 3max(v,1/v)

Cor(v) = -1

Cor(v)

NB: indépendant de ¢
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Résultats pour I'ensemble 1.

_ k2 (k+1)2
Ex(L(d)) = s G e+ R 3R =i =) ¥

« (d(d+1)(d+2)(d+3)(10(k+1)67(k+1)42d(d+1)(d+2)(d+3)(5d2+15d+14)2)

(k+1)3(2d+3)

B (d—1)d(d+1)(d+2) (10k° —7k* —2(d—1)d(d+1) (d+2) (5d2 +5d+4) —2) )

E3(2d+1)

k = 100, 200, 500 et 1000
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Si on s'intéresse a d et k grands avec u = d/k fini (0 <u < 1)

Jim By (L(k u) = %(1+u—3u6+u7) J
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Si on s'intéresse a d et k grands avec u = d/k fini (0 < u < 1)

lim By(L(kw) = 5 (1 +u — 3u 4 )

k—o00

Jin B Lk )

w?L(ku) = L(ku)/k?
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P(Liu)dL = lim Pi(L < L(ku) < L+ dL)
—00

o VI i (ecLT\/%(1—erf(\/g))—1)p(i)+r(ﬁ)

PlLiu) = —=5me © X 4(Vo+D)3

ol b= b(u) = U ;2“)2

p(0) =2b(b* — 1) 2 — (56° + 3b+4) £+ 6 (b° — 1)
r(€) = b (156> — 1) £+ 2 (56° — 1)

Quand u — 0, on retrouve le résultat k = oo:

2 \/E L
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Quand u augmente (v =0,1/8,1/4,1/3,1/2 et 2/3)

P(L;u)
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Emergence d'un pic (v =0,1/8,1/4,1/3,1/2,2/3,0.69 et 0.71)
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Quand u — 1 (d — k), la bonne échelle pour £(d) n'est plus d. Si on
veut une loi limite non-triviale, il faut maintenant choisir comme échelle

b(w)d? = (k — d)?

P(R;u)dR = lim Py(R < R(ku)< R+dR) = u - W p ((1 —u)’ R;u)

Quand u — 1

P(R;1) = 24/ 25(R+c)—§(23+3c) <1—erf(\/§>>

Emmanuel Guitter (IPhT, CEA Saclay) Propriétés statistiques du périmétre du hull (JC 14-04-2016)



u = 0.64,0.67,0.69,0.71,0.75,0.875 et 1

P(R;u)

NB: pour k grand et u — 1, Ei(L(ku)) ~ 15ck?(1 — u)
donc Ej(R(ku)) ~ 15¢k?/(1 — u) diverge
Tous les moments de la loi limite 3 ©w = 1 sont infinis !
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D'autres calculs sont possibles

e Contrdle du volume du hull: poids SG par triangle du hull
— A = Ma, ) défini par
1 1 2\1/4 1— d 1— d+3
a\/@( +10y+y°) " (A—yH(d —y™™)
(1+y)32 (L —y™h) (1 —y+2)
(1+10z 4+ 22)Y* (1 — Aa®)(1 — Aad+3)

=Vz A+ 22 (1— @) (1 — Aadt2)
_ y(1+y) _ z (14 )
pG = (1+ 10y + y?)3/*’ ¢= (14 10z + 22)3/4

— résultats de Curien et Le Gall (2014), Ménard (2016)
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Dautres calculs sont possibles

e Contrdle du volume du hull

e Limite d’échelle (d et k d’ordre N'1/4)

1 D
Gogmli=)  d=7
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Dautres calculs sont possibles

e Contrdle du volume du hull

e Limite d’échelle (d et k d’ordre N'1/4)

Merci
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