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Définitions

Carte a bord bipartie: c’est juste une carte planaire bipartie enracinée.
On appelle face externe la face a droite de I'aréte racine, et faces internes les
autres faces.

Quadrangulation a bord: une carte a bord bipartie dont toutes faces
internes sont de degré quatre.
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internes sont de degré quatre.
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Définitions

Carte a bord bipartie: c’est juste une carte planaire bipartie enracinée.
On appelle face externe la face a droite de I'aréte racine, et faces internes les
autres faces.

Quadrangulation a bord: une carte a bord bipartie dont toutes faces

internes sont de degré quatre.
Les bords sont quelconques \

On note par 2p la périmétre de
la carte a bord (i.e. le degré de la
face externe).

N quadrangulation a bord de périmétre 2p = 24
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Rappel: résultats d’énumeération

Quadrangulations pointées a bord de longueur 2: poids g par face
(=~ quadrangulation enracinée et pointée sans bord)

2. 2.3k 2k
aw=1+3 ()¢

k=1
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Rappel: résultats d’énumeération

Quadrangulations pointées a bord de longueur 2: poids g par face
(=~ quadrangulation enracinée et pointée sans bord)

. 2,23k 2k . ,
Q1<g):1+Z:ki+1 f g =2-x(g) on x=1+3g
k=1
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Rappel: résultats d’énumération

Quadrangulations pointées a bord de longueur 2: poids g par face
(=~ quadrangulation enracinée et pointée sans bord)

23
Qg = k—i—l( )gk:2~x(g) ol x=1+3gx’

Cartes biparties pointées a bord de périmétre 2p: on donne un poids g; a
chaque face de degré 2k, alors la fonction génératrice est donnée par

B;;(gl,gz, N RES Z Hg;c‘k(m)

meBy k=1
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Rappel: résultats d’énumération

Quadrangulations pointées a bord de longueur 2: poids g par face
(=~ quadrangulation enracinée et pointée sans bord)

o0 . k
Qg =1+ 23 (2’“

k_lk—ﬂ k)gk:2~x(g) ol x=1+3gx’

Cartes biparties pointées a bord de périmétre 2p: on donne un poids g; a
chaque face de degré 2k, alors la fonction génératrice est donnée par

By (g, &,...) = Z H&i"(m) = <2:> - x(g)”

meBy k=1

ol x =14 ¢g(x) avec
. 5 2k —1
Pg(x) = ;gkxk 8 = ( ' )gk
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Modéle O(n) sur les quadrangulations

Une configurations de boucles sur une quadrangulation a bord q est
un ensemble de chemins fermés simples et disjoints sur le dual de q ne
passant pas par la face externe. On se restreint aux boucles dites rigides,
i.e. chaque face interne est du type

[T>H
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Modéle O(n) sur les quadrangulations

Une configurations de boucles sur une quadrangulation a bord q est
un ensemble de chemins fermés simples et disjoints sur le dual de q ne
passant pas par la face externe. On se restreint aux boucles dites rigides,
i.e. chaque face interne est du type

[T>H

Soit O, I'ensemble des couples (q,£) ot q est une quadrangulation a bord
de longueur 2p et £ une telle configuration de boucles sur g.

Pour n € (0,2) et g, h > 0, soit

B(ngh)= 3 gH ittt

(q,i)e(’),,
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Modéle O(n) sur les quadrangulations

Une configurations de boucles sur une quadrangulation a bord q est
un ensemble de chemins fermés simples et disjoints sur le dual de q ne
passant pas par la face externe. On se restreint aux boucles dites rigides,
i.e. chaque face interne est du type

[T>H

Soit O, I'ensemble des couples (q,£) ot q est une quadrangulation a bord
de longueur 2p et £ une telle configuration de boucles sur g.

Pour n € (0,2) et g, h > 0, soit

Fmgh) = Y g it
(0,0 €0,
Le triplet (n; g, h) est admissible si F,(n; g, h) < co. (Cela ne dépend pas
de p)
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Modéle O(n) sur les quadrangulations
Définition
Fixe p > 0. Pour chaque triplet (n; g, h) admissible, on définit une loi de

probabilité sur O, par
#Dh#g #Q
Py ((3.0) = :
B Fy(n; g, h)
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Modéle O(n) sur les quadrangulations

Définition
Fixe p > 0. Pour chaque triplet (n; g, h) admissible, on définit une loi de
probabilité sur O, par

ami=gs
PO ((q,8) = &1
(@ E (g h)
s () g8 3
n:g.h - .
o1 = Fylug. )
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Pour tout (n; g, h) admissible, il existe x(n; g, h) et a(n; g, h) tels que
. ~ p,—a—1/2
Fp(n’gah) p—00 Ck p

DA

&



Théoréme (Borot, Bouttier, Guitter '12)
Pour tout (n; g, h) admissible, il existe x(n; g, h) et a(n; g, h) tels que
. ~ p,—a—1/2
Fp(naga h) p—00 Ck p

Pout chaque n € (0,2) fixé, on a trois phases selon la valeur de
sous-critique: @ =1 critique générique: o = 2
critique non-générique

arccos(n/2) € (1,3/2)

phase dense: o=

+ —arccos(n/2) € (3/2,2)

N w Do W
N|—= 3

phase diluée: o=
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Théoréme (Borot, Bouttier, Guitter '12)
Pour tout (n; g, h) admissible, il existe x(n; g, h) et a(n; g, h) tels que
. ~ p,—a—1/2
Fp(naga h) p—00 Ck p

Pout chaque n € (0,2) fixé, on a trois phases selon la valeur de
sous-critique: @ =1 critique générique: o = 2
critique non-générique

3 1
phase dense: a=-— arccos(n/2) € (1,3/2)
s
.y 3 1
phase diluée: a=c+— arccos(n/2) € (3/2,2)
T
"4 dense diluée
.Y
S
12
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La cascade des périmétres des boucles

Nous nous intéressons a la structure hiérarchique des boucles qu'on
représente par un arbre marqué des (semi-)périmétres des boucles.

On compléte I'arbre par des sommets de marque 0, cela donne un processus
aléatoire () (u))uey avec U = {@} U U,i>1(N*)" T'arbre d’Ulam. Nous
appelons ce processus la cascade des (semi-)périmétres des boucles.
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Résultat principal

Theorem (Chen, Curien, M. 2016+)

Soit (x'P)(u))uey la cascade des semi-périmétres des boucles. On a alors la
convergence en loi suivante dans {,(U):

(X)) " e

p uel

ou Zy, = (Zo(u))ucy est une certaine cascade multiplicative qui sera définie
apres.
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Cascades multiplicatives

Definition

Une cascade multiplicative est un processus Z = (Z(u)) e avec

ou (€M) ey = ((gl.(”)),-eN*)ueu est une famille iid de vecteurs aléatoires a
valeurs dans (R, )N". La loi de & = €D est appelée la loi de reproduction

Z0) =1, Vuel,ieN*:Z(ui)=Z(u) ",

de la cascade Z.

V.

NB: X = log Z = (log Z(u))ucis est appelée une marche aléatoire branchante.

Pascal Maillard

Quadrangulations aléatoires avec modeéle O(n) : la cascade des périmétres des boucles

12/25



Cascades multiplicatives et marches aléatoires branchantes
: un historique

Cascades multiplicatives: Mandelbrot, Kahane, Peyriére. ..

@ Motivation: Modéle de la cascade d’énergie dans des fluides
turbulents

@ Ftudiée principalement sur un arbre d-aire (c-a-d & =0
pour i > d).

@ Cascade multiplicative donne une mesure aléatoire sur la
frontiere de 'arbre, la theorie traite principalement les
propriétés multifractales de cette mesure aléatoire.
Interaction entre la géométrie de I'arbre et les valeurs du
processus Z(u).

Marches aléatoires branchantes: Hammersley, Kingman, Biggins. . .

@ Motivation: Généralisation du processus Crump-Mode-Jagers
(processus de branchement avec age)

@ u: particule, X(u): position de la particule u.

@ Theorie traite principalement la distribution des positions
des particules, en ignorant la géométrie de I'arbre. Attention
particuliére aux particules extremales.
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Transformée de Mellin et martingales

Definition (Transformée de Mellin)

log ¢ &

¢(0) =K Z(fi)el € (=00, +-o0]
iEN® N 3 ., |
o log§ est convexe et e | S

o Wi = 6(0)7" Y _y Z(w)? est

une martingale.
Theorem (Biggins, Lyons)

W,§”) est uniformément intégrable ssi

E[W,” log" W] < oo et (log ¢)'(6) <

(log ¢(0))/0

(log ¢)'(02) > (log ¢(02))/02
pas uniformément intégrable
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La cascade multiplicative Z,

@ ¢ = ((t)r=0: processus de Lévy a-stable sans sauts négatifs issu de 0.
e 7: temps d’atteinte de —1 du processus (.

° (Ag)i hauteurs des sauts de ¢ avant le temps 7, ordonnées |

o 77,: loi de (AQ)L.

° dy, = E[{/T] dv,.
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La cascade multiplicative Z,

@ ¢ = ((t)r=0: processus de Lévy a-stable sans sauts négatifs issu de 0.
o 7: temps d’atteinte de —1 du processus (.

° (Ag)i hauteurs des sauts de ¢ avant le temps 7, ordonnées |

o Uy loi de (AQ)L.

e dv, E[{/T] dv,,.

Theorem (Chen, Curien, M. 2016+)

Soit (x'P)(u))uey la cascade des semi-périmétres des boucles. On a alors la
convergence en loi suivante dans (s, (U):

<1X(p)(u)> 22 (Za () ucuss

P uel

ou Zy, = (Zo(u))ucy est la cascade multiplicative de loi de reproduction v,,.
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Propriétés de Z,

Theorem (Chen, Curien, M. 2016+)
La transformée de Mellin de la cascade multiplicative Z, est
sin(7(2 —

ba(0) = M pourf € (o, +1) et po(0) = oo sinon.
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Décomposition de gasket
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Décomposition de gasket

Le gasket: une carte bipartie
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Décomposition de gasket

Le gasket: une carte bipartie
Un trou de taille 2k dans le gasket:
un élément de Oy + un “collier”
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Décomposition de gasket

Le gasket: une carte bipartie
Un trou de taille 2k dans le gasket:
un élément de Oy + un “collier”

= condition de point fixe

Fy(n;g,h) = By(gi, &, - )
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Un joint de culasse (head gasket).
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte
bipartie pointée
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

—_———
- =~

o
On part d'une eat(e
bipartie pointée ‘.

Pascal Maillard
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—_———

~

Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

.‘ -
On part d'une eat(e
bipartie pointée ‘.
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

N L
\é/ £

On part d’'une carte
bipartie pointée

g ~ face de degré 2k

——— g~ o de degré k
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte

m]
bipartie pointée C\T T
9 0 - 01 |92 Q1
owo/o 94 I ovo
—— RN ! .7
94 BDG SN L7
o

g ~ face de degré 2k

BDG 6
5 g~ e de degré k
e G~ ededegré kg =g (*)
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte
bipartie pointée

BDG

g ~ face de degré 2k
g ~ o de degré k
——— g~ ededegrék g = gk(Zkk_l)
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte
bipartie pointée

I
I
o
V|
94
g ~ o de degré k oJ1 e
T G ededegre kg =g \.91 L?l 1/ ”
|
(3

g ~ face de degré 2k
BDG
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte
bipartie pointée

BDG

JS

Pascal Maillard

I
I
o/
|
94
g ~ o de degré k oJ1 e
g~ odedegré k g = gk(Zkk_l) \.Ql L?l 1/ ”
|
3

g ~ face de degré 2k

g ~ ® avec k enfants (k > 1)
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

On part d’'une carte
bipartie pointée

BDG

JS

I
I
o/
|
94
g ~ o de degré k oJ1 e
g~ odedegré k g = gk(Zkk_l) \.Ql L?l E/ ”
|
3

g ~ face de degré 2k

g ~ ® avec k enfants (k > 1)
(1 ~» o avec 0 enfants)
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Codage du gasket: les bijections de BDG et de ]S

Si la carte bipartie pointée de départ suit la loi de Boltzmann:

oo _fi(m)
By (M = m) = HkBI;f;k)

alors les bijections de BDG et ]S donnent une forét de p arbres de
Galton-Watson i.i.d. de loi de reproduction (x71, g, x&,...), ol x est la
solution positive minimale de x =1+ ¢g4(x). (Existe si g admissible, i.e. si
B (g) < o0). NB: loi de reproduction est de moyenne 1 et de queue
asymptotique a Ck~* (BBG).

Les demi-degrés des faces de la carte pointée de départ se lisent alors
comme les degrés des sommets internes de cette forét de Galton-Watson.

En dépointant, on biaise cette loi par 1/{nombre de sommets de la carte}
= 1/{nombre de feuilles de la forét de GW}
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Codage du gasket: limit d’échelle des tailles des trous

Conclusion

Soient (xP)(i))ien- les demi-degrés des faces du gasket, ordonnés |. Alors,
VF bornée,

B, glF(0P ())iene)] = -2 [MF((D)}N)]
#feuilles

)

ol (D;);en+ sont les degrés des sommets internes de la forét de GW décrite
précédemment, ordonnés |.

En codant la forét de GW par sa marche de tucasiewicz et en utilisant le fait
que #feuilles &~ ¢ x #sommets, on obtient

Proposition

La loi de (%X(p)(i))ieN* sous [P, ¢ converge vers v, quand p — oo.
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Une formule sur des marches aléatoires

Theorem (CCM)

Soit S, = X; + - - - + X,, une marche aléatoire a valeurs dans 7. avec X; > —1

p.s. Soit T, le temps d'atteinte de —p. Alors pour tout f : Z — R mesurable
ettoutp>2ona

1

T, B .
B | 0 —& [ —L].

Theorem (CCM)

Soit (n¢)¢>0 un processus de Lévy sans sauts négatifs et de mesure de Lévy
7. Soit T le temps d'atteinte de —1. Alors pour tout f : R — R, mesurable,

E %Zf(ﬁm) Z/f(x) ! 7(dx).

= 1+ x
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Preuve de la formule sur les marches aléatoires

n
Ay = Zf(xi)lan_n)}
T
= ;E [;f(Xi)l(Sn:_p)] by Kemperman'’s formula
= pE [f(X)(5,=—p)] by cyclic symmetry
=pE[f(X)P(Si—1 = —p— X1 | X)) by Markov property

=E |:f(X1) P (n=DP(T_p_x, =n—1]| Xl)] by Kemperman'’s formula.
p+X

Since p > 2 we have T, > 2 almost surely, hence

1 & o0 -
E [Tp_l ;f(x,«)] = ;An/('l -)=E [f(xl)p+X1 ;P(T—p_xl —n—1]X)
:E{f(xl)wxj'
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